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1. SITES ET FAISCEAUX

1.1. Faisceaux sur un espace topologique.

Definition 1.1. Soit 𝑋 un espace topologique. Un pré-faisceau (d’ensembles) F sur 𝑋 est la donnée:
• d’un d’un ensemble F (𝑈) pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋;

• d’un morphisme de restriction res𝑈𝑉 : F (𝑈) −→ F (𝑉) pour toute inclusion d’ouverts 𝑉 ⊂ 𝑈 ;
tel que
• pour tout ouvert 𝑈 , res𝑈𝑈 = idF (𝑈);

• pour toutes inclusions d’ouverts 𝑊 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈 , res𝑈𝑊 = res𝑉𝑊 ◦ res𝑈𝑉 .

Definition 1.2. Un pré-faisceau F sur un espace topologique 𝑋 est un faisceau lorsque, pour tout ouvert 𝑈 ,
tout recouvrement de 𝑈 par des ouverts 𝑈𝑖 et toute famille {𝑠𝑖 ∈ F (𝑈𝑖)}𝑖 telle que

res𝑈𝑖
𝑈𝑖∩𝑈𝑗

(𝑠𝑖) = res
𝑈𝑗

𝑈𝑖∩𝑈𝑗
(𝑠 𝑗)

il existe un unique élément 𝑠 ∈ F (𝑈) tel que

res𝑈𝑈𝑖
(𝑠) = 𝑠𝑖

Exemples. • Le pré-faisceau 𝑈 ↦→ 𝒞(𝑈,R) est un faisceau sur 𝑋;

• Le pré-faisceau 𝑈 ↦→ 𝒞b(𝑈,R) n’est un faisceau que lorsque 𝑋 est quasi-compact.

Remark. Soit Ouv(𝑋) la catégorie des ouverts de 𝑋, vus comme formant un ensemble partiellement ordonné
par l’inclusion. Un pré-faisceau sur 𝑋 est équivalent à la donnée d’un foncteur Ouv(𝑋)op −→ Set.

1.2. Faisceaux sur un site.

Definition 1.3. Soit 𝒞 une catégorie admettant tous les produits fibrés1. Une pré-topologie sur 𝒞 est la donnée,
pour tout objet 𝑋 ∈ 𝒞 d’un ensemble Cov(𝑋), de familles couvrantes {𝑋𝑖 −→ 𝑋}𝑖 , tel que

(i) Pour tout 𝑌 −→ 𝑋 et toute famille couvrante {𝑋𝑖 −→ 𝑋}𝑖 de 𝑋, la famille {𝑋𝑖 ×
𝑋
𝑌 −→ 𝑌}𝑖 est couvrante.

(ii) Pour toute famille couvrante {𝑋𝑖 −→ 𝑋}𝑖 et toutes familles couvrantes {{𝑋𝑖 𝑗 −→ 𝑋𝑖}𝑗}𝑖 , la famille

{𝑋𝑖 𝑗 −→ 𝑋𝑖 −→ 𝑋}𝑖, 𝑗
est couvrante.

(iii) Les isomorphismes sont couvrants.

Exemples. • La catégorie Ouv(𝑋) des ouverts d’un espace topologique 𝑋 est un site, avec comme familles
couvrantes les familles conjointement surjectives.

1Dénombrables ? Finis ?
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• La catégorie Top des espaces topologiques est un site, avec comme familles couvrantes les familles conjoin-
tement surjectives d’immersions ouvertes.

• La catégorie Sch des schémas est un site, avec comme familles couvrantes les familles conjointement sur-
jectives d’immersions ouvertes schématiques.

Definition 1.4. Soit 𝒞 un site. Un pré-faisceau sur 𝒞 est un faisceau lorsque, pour tout objet 𝑋 ∈ 𝒞 et toute
famille couvrante {𝑋𝑖 −→ 𝑋}𝑖 ∈ Cov(𝑋), le diagramme

F (𝑋)
∏
𝑖

F (𝑋𝑖)
∏
𝑖 , 𝑗

F (𝑋𝑖 ×
𝑋
𝑋𝑗)

est un égalisateur.

Definition 1.5. Un site est sous-canonique lorsque les pré-faisceaux représentables ℎ𝑋 sont des faisceaux.

Definition 1.6. Un foncteur 𝑢 : 𝒞 −→ 𝒟 entre sites est continu lorsque, pour tout faisceau F sur 𝒟 , le pré-
faisceau F ◦ 𝑢 sur 𝒞 est un faisceau.

Definition 1.7. Soient 𝒞 une catégorie, 𝒟 un site et 𝑢 : 𝒞 −→ 𝒟 un foncteur. La topologie induite sur 𝒞 est la
plus fine rendant 𝑢 continu.

Theorem 1.8 (Lemme de comparaison). Soient 𝒞 une petite catégorie, 𝒟 un site et 𝑢 : 𝒞 ↣ 𝒟 un foncteur
pleinement fidèle. On munit 𝒞 de la topologie induite. Si tout objet de 𝒟 admet un recouvrement par des objets de 𝒞,
alors les catégories de faisceaux sur 𝒟 et 𝒞 sont équivalentes, par F ↦→ F ◦ 𝑢.

Definition 1.9. On dit alors que 𝒞 est un sous-site dense de 𝒟 .

2. LES SCHÉMAS SONT DES FAISCEAUX

2.1. Topologie de Zariski.

Definition 2.1. Un recouvrement de Zariski d’un schéma est une famille d’immersions ouvertes schématiques
conjointement surjective.

Proposition 2.2. Les recouvrements de Zariski définissent une pré-topologie sur Sch.

Theorem 2.3. Soit Spec𝐴 un schéma affine. Une famille de morphismes {Spec𝐴𝑖 −→ Spec𝐴}𝑖 est un recouvrement de
Zariski lorsque,

(i) pour tout 𝑖, il existe un 𝑟𝑖 ∈ 𝐴 tel que 𝐴𝑖 ≃ 𝐴[𝑟−1
𝑖 ];

(ii) pour tout 𝑖, le morphisme Spec𝐴𝑖 −→ Spec𝐴 est formellement dual à la localisation 𝐴 −→ 𝐴[𝑟−1
𝑖 ];

(iii) il existe une famille { 𝑓𝑖}𝑖 de 𝐴 telle que ∑
𝑖

𝑓𝑖𝑟𝑖 = 1

Theorem 2.4 (Lemme de Yoneda). Le foncteur

Sch −→ Fun(Schop , Set)
𝑋 ↦→ ℎ𝑋 ≔ HomSch(−, 𝑋)

est pleinement fidèle.

Comme le site de Zariski sur Sch est sous-canonique, les schémas sont, par Yoneda, des faisceaux sur leur
propre site. Par le Lemme de Comparaison (1.8), ce sont des faisceaux sur Aff.

2.2. Quels faisceaux sont des schémas ?

Definition 2.5. Soient F et G des faisceaux sur Aff. Un morphisme de faisceaux F −→ G est une immersion
ouverte lorsque, pour tout schéma affine 𝑋, la projection du produit fibré

ℎ𝑋 ×
G

F −→ ℎ𝑋

est donnée par une imersion ouverte de schémas affine.

Construction 2.6. Soit Ãff la catégorie des faisceaux sur le site de Zariski des schémas affine. On définit une
pré-topologie sur Ãff en imposant qu’une famille de morphismes {F𝑖 −→ F }𝑖 soit couvrante lorsqu’elle est
composée d’immersions ouvertes et qu’elle est conjointement épimorphique.

Definition 2.7. Un faisceau F sur Aff est localement représentable lorsqu’il existe un recouvrement {F𝑖 −→ F }𝑖
tel que tout F𝑖 soit représentable.

Theorem 2.8. La catégorie des schémas est équivalente à la catégorie des faisceaux localement représentables sur Aff.
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